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Definition
Алгебра Стинрода A2 mod 2:
• над Z/2
• образующие: Sq0 = 1, Sq1, Sq2, . . . deg Sqk = k
• соотношения Адема:

for a < 2b : SqaSqb =

[a/2]∑
j=0

(
b − j − 1

a− 2j

)
Sqa+b−jSqj

Заметим, что в правой части a + b − j ≥ 2j



Definition
Алгебра Стинрода Ap, p > 2 простое:
• над Z/p
• образующие: β,P0 = 1,P1, . . .; degPk = 2(p − 1)k , deg β = 1.

• β2 = 0 и соотношения Адема:

для a < pb : PaPb =

[a/p]∑
j=0

(−1)a+j

(
(p − 1)(b − j)− 1

a− pj

)
Pa+b−jP j

для a ≤ pb : PaβPb =

[a/p]∑
j=0

(−1)a+j

(
(p − 1)(b − j)

a− pj

)
βPa+b−jP j+

+

[(a−1)/p]∑
j=0

(−1)a+j+1

(
(p − 1)(b − j)− 1

a− pj − 1

)
Pa+b−jβP j

Ap — подалгебра, порожденная всеми P i .
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Theorem
• Неразложимые элементы в A2 — это элементы Sqk , где
k = 2m

• Неразложимые элементы в Ap — это элементы β и Pk , где
k = pm

Definition
Подалгебра Sr (r ≥ 0)

mod 2: порождена элементами Sq2
0
,Sq2

1
, . . . ,Sq2

r

mod p: порождена элементами Pp0 ,Pp1 , . . . ,Ppr



Определим гомоморфизмы

A2
α−→ A2/A2Sr−2

и
A2/A2Sr−2

β−→ A2/A2Sr−1

по формулам
α(x) = x · Sq2r

β(x) = x · Sq2r

Легко проверить, что β ◦ α = 0
Toda conjecture. (доказана Уоллом) Последовательность

A2
α−→ A2/A2Sr−2

β−→ A2/A2Sr−1

точна.



Definition
(для p = 2)
• Моном Zn

k = Sq2
k
Sq2

k+1
. . . Sr2

n
(n ≥ k ≥ 0)

• Zn - это произведение Zn
k1
. . .Zn

km
, где k1 > k2 > . . . > km.

• Z -моном - это произведение вида Zn1 . . .Zns , где
n1 > n2 > . . . > ns .

Theorem (Уолл 1960, Арнон 1994)
Z -мономs и 1 ∈ A2 — базис (векторного пространства) A2.



Definition
(for p > 2)
• Призведение Zn

k = PpkPpk+1
. . .Ppn (n ≥ k ≥ 0)

• Zn — произведение вида (Zn
k1

)r1 . . . (Zn
km

)rm , где
k1 > k2 > . . . > km и rj < p для всех j .
• Z -моном — это произведение вида Zn1 . . .Zns , где
n1 > n2 > . . . > ns .

Theorem (Emelyanov — P. )
• Множество Z -мономов и 1 — базис (векторного
пространства) Ap .
• Множество βZ -мономов и 1 — базис (векторного
пространства) Ap .



Гипотеза Тоды mod p
Для α и β есть несколько возможностей

Ap
α−→ Ap/ApSr−2

β−→ Ap/ApSr−1

Объяснение:
p = 2: Sq2

r
Sq2

r ∈ A2Sr−1

Sq2
r
Sq2

r
=
(2r−1

2r

)
Sq2

r+2rSq0 +
2r−1∑
j=1

(2r−j−1
2r−2j

)
Sq2

r+2r−jSqj

p > 2: (Ppr )p ∈ ApSr−1.

4 варианта:
• (Ppr )a(Ppr )b

• PaprPbpr

• Papr (Ppr )b

• (Ppr )aPbpr

принадлежат ApSr−1 для a + b = p (или даже при a + b ≥ p)



Зафиксируем a, b: 0 < a < p, b = p − a.
Рассмотрим αj , βj , j = 1, 2,

αj : Ap → Ap/ApSr−2

где α1(x) = xPapr и α2(x) = x(Ppr )a, и

βj : Ap/ApSr−2 → Ap/ApSr−1

где β1(x) = xPbpr и β2(x) = x(Ppr )b.
Лемма. Гомоморфизмы β1 и β2 корректно определены. Кроме
того, β2 = b!β1. В частности, ker β1 = ker β2.
Лемма. Для a + b = p и i , j ∈ {1, 2} выполняется равенство
βj ◦ αi = 0 в последовательности

Ap
αi−→ Ap/ApSr−2

βj−→ Ap/ApSr−1



Theorem
Для p > 2 и любого r ≥ 2, i , j и любого выбора a + b = p
последовательность

Ap
αi−→ Ap/ApSr−2

βj−→ Ap/ApSr−1

не является точной.
Кроме того, для r ≥ 2

Theorem
(a) Элемент 2Z r

r−1Z
r−1
r−2 − Z r

r−2Z
r−1
r−1 принадлежит βj , но не

принадлежит образу αi .
(b) Для β(x) = x · P(p−1)pr и α(x) = x · Ppr последовательность
Тоды точна в меньших градуировках.
(c) В градуировке 2(p − 1)k = 2(p − 1)(2pr−1 + pr−2) фактор
ker β/im α одномерен.



X



Definition
• Атомарное произведение X n

k = PpnPpn−1
. . .Ppk (n ≥ k ≥ 0)

• X n — произведение вида (X n
k1

)r1 . . . (X n
km

)rm , где
k1 < k2 < . . . < km и rj < p для всех j .
• X -моном — любое произведенение вида X n1 . . .X ns , где
n1 < n2 < . . . < ns .
• βX -моном — любое произведение вида
βεXm1

0 · · ·βX
mr−1

0 βXmr
0 βX , где X — X -моном или 1, и

mr > mr−1 > . . . > m1, ε = 0, 1.

Theorem (Арнон, 1994)
Множество X -мономов — Z/2-базис (векторного пространства)
A2.

Theorem (Емельянов — П. )
• Множество X -мономов — Z/p-базис (векторного
пространства) Ap

• Множество βX -мономов — Z/p-базис (векторного
пространства) Ap
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Definition
Для топологического пространства V определим его
аннигиляторный идеал в Z/p-когомологиях

Ip(V ) = {θ ∈ Ap | θ(a) = 0 для любого a ∈ H∗(V ,Z/p)}

Theorem (Giambalvo, Peterson, 1995)
I2(K (Z/2, 2)) = 0.

Theorem (П.)
Ip(K (Z/p, 2),Z/p) = 0.

Замечание: для проверки тождеств в Ap (p = 2 or p > 2)
можно использовать K (Z/p, 2) в качестве тестового
пространства. Обычно для проверки тожедества в градуировках
≤ m используется произведение ≥ m экземпляров RP∞ (для
p = 2) или лизны (для p > 2).

Giambalvo и Peterson нашли минимальный набор образующих
I2(K (Z/2, 1)) 6= 0.
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Definition
Последовательность положительных целых чисел
(ir , ir−1, . . . , i0) (или моном SqI = Sqir . . . Sqi0) называет
допустимой iff im ≥ 2im−1 для всех m. Заметим, что к
допустимому моному нельзя применить соотношение Адема.

Definition
Для допустимой последовательности (и для соответствующего
монома) I = (ir , ir−1, . . . , i0) положим
ex(I ) = ir − (i0 + . . .+ ir−1).

Theorem
Набор всех допустимых мономов образует базис (векторного
пространства) A2 над Z/2.

Theorem
Кольцо когомологий H∗(K (Z/2, n);Z/2) является алгеброй
многочленов от образующих вида SqI ιn, где
ιn ∈ Hn(K (Z/2, n);Z/2) — фундаментальный класс и SqI —
произвольный допустимый моном с ex(I ) < n.
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Definition
Для последовательности (ir , ir−1, . . . , i0) соответствующий
моном SqI называется C -мономом iff для всех m

(1) im ≤ 2im−1
(2) 2m | im Для пустой последовательной соответствующий

моном 1 тоже будем считать C -мономом.

Theorem (Арнон, 1994)
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пространства) A2.

Theorem (Арнон, 1994)
H∗(K (Z/2, n),Z/2) является алгеброй многочленов с
образующими SqI ιn, где ιn ∈ Hn(K (Z/2, n),Z/2) —
фундаментальный класс и SqI — C -моном с i0 < n or SqI = 1.
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Definition
Последовательность (εr+1, ir , εr , . . . i0, ε0) и соответствующий
моном βεr+1P irβεr . . .P i0βε0 , где im > 0 и εm = 0 или 1,
называются допустимыми iff im ≥ pim−1 + εm для всех m.

Theorem
Набор допустимых мономов образует Z/p–базис (векторного
пространства) Ap.

Definition
Для допустимого монома I = (εr+1, ir , εr , ir−1, . . . , ε1, i0, ε0)
положим ex(I ) = 2ir − (ε0 + . . .+ εr )− 2(p − 1)(i0 + . . .+ ir−1).

Theorem
Кольцо когомологий H∗(K (Z/p, n);Z/p) является свободной
косокоммутативной алгеброй с образующими P I ιn, где
ιn ∈ Hn(K (Z/p, n);Z/p) — фундаментальный класс, и P I

произвольный допустимый моном с ex(I ) < n.
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Definition
βC -мономом назовем элемент PJ = βεr+1P jrβεr . . . βε1P j0βε0 ,
удовлетворяющий условиям:
(1) jk ≤ pjk−1 + εk для всехl k ,
(2) pk делит jk − pjk−1 − εk для всех k .
Условие (2) можно заменить эквивалентным:

(2′) pk divides jk −
k∑

l=0

pk−lεl для всех k .

Theorem (Емельянов—П.)
Набор всех βC -мономов образует Z/p-базис векторного
пространства Ap
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Definition
Для последовательности J = (εr+1, jr , εr , jr−1, . . . , ε1, j0, ε0)
положим e(J) = 2j0 + (ε1 + . . .+ εr − ε0).

Theorem (Емельянов — П.)
Кольцо когомологий H∗(K (Z/p, n);Z/p) является свободной
косокоммутативной алгеброй от от образующих PJιn, где
ιn ∈ Hn(K (Z/p, n);Z/p) — фундаментальный класс и PJ —
произвольный βC -monomial с e(J) < n.
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Базис Милнора, умножение и матрицы перехода



В общем случае произведение двух элементов выбранного
базиса не является элементов этого базиса (пример для
допустимых мономов и p = 2: (Sq9Sq2)(Sq7Sq3)).

Базис Милнора.
Ap — биалгебра с кокоммутативным коумножением
∆β = 1⊗ β + β ⊗ 1, ∆Pn =

∑
i+j=n

P i ⊗ P j .

Двойственная (ко)алгебра A∗p является биалгеброй с
коммутативным умножением.
Пусть ξk дуален Ppk−1

. . .PpP1,
τk — Ppk−1

. . .PpP1β
и τ0 дуален β.

Theorem (Milnor)
A∗p = Zp[ξ1, ξ2, . . .]⊗ Λ(τ0, τ1, . . .)
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Definition
Для последовательности (r1, r2, r3, . . .), где rm ≥ 0 и только для
конечного их числа rm ≥ 0 положим P(r1, r2, . . .) be dual to
ξr11 ξ

r2
2 ξ

r3
3 . . .,

Q0 = β,
Qn+1 = PpnQn − QnP

pn for n ≥ 0.

Милноровские элементы: Qi1Qi2 . . .QimP(r1, r2, . . .),
i1 < i2 < . . . < im.

Theorem (Milnor)
Формула для умножения:
• QiQj + QjQi = 0,
• P(r1, r2, . . .)Qk = QkP(r1, r2, . . .) + Qk+1P(r1 − pk , r2, . . .)+

+Qk+2P(r1, r2 − pk , . . .) + . . . ,
• P(R)P(S) =

∑
X

c(X )R(T ), где сумма берется по матрицам

X = (xij) определенного вида, c(x) ∈ Z/p — произведение
некоторых биномиальных коэффициентов и tn =

∑
i+j=n

xij .
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Theorem (Monks, 1998)
Для p = 2 матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ C ,
Milnor ↔ X

треугольны,

Milnor ↔ Z не является треугольной.

Theorem (Емельянов, Овчинникова, П.)
Матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ βC ,
Milnor ↔ βX

треугольны,
Milnor ↔ βZ не является треугольной.



Theorem (Monks, 1998)
Для p = 2 матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ C ,
Milnor ↔ X

треугольны,
Milnor ↔ Z не является треугольной.

Theorem (Емельянов, Овчинникова, П.)
Матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ βC ,
Milnor ↔ βX

треугольны,
Milnor ↔ βZ не является треугольной.



Theorem (Monks, 1998)
Для p = 2 матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ C ,
Milnor ↔ X

треугольны,
Milnor ↔ Z не является треугольной.

Theorem (Емельянов, Овчинникова, П.)
Матрицы перехода

Milnor ↔ admissible,
Milnor ↔ βC ,
Milnor ↔ βX

треугольны,
Milnor ↔ βZ не является треугольной.



Thank you!
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