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ïðåäñòàâèòü �íåñòàíäàðòíûé� ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå
îïåðàòîðîâ (è íå òîëüêî), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîñòîéíûì
êîíêóðåíòîì êëàññè÷åñêîìó ïîðÿäêó è èìååò èíòåðåñíûå
ôèçè÷åêèå èíòåðïðåòàöèè;

ïîêàçàòü, íàñêîëüêî åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà íà ñåìåéñòâå ñàìîñîïðÿæåííûõ
(âîçìîæíî, íåîãðàíè÷åííûõ) îïåðàòîðîâ è íà àáñòðàêòíûõ
AW ∗-àëãåáðàõ;

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê
îðãàíèçóåò îïåðàòîðíóþ ýôôåêò-àëãåáðó â ïîëíóþ
ðåøåòêó, êîòîðàÿ åñòåñòâåííî ñîäåðæèò ðåøåòêó
îðòîïðîåêòîðîâ â êà÷åñòâå ïîäðåøåòêè;

ïðåäñòàâèòü èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíûì
ñèììåòðèÿì, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ òåîðåì Âèãíåðà è Äàéÿ î
ñèììåòðèÿõ êâàíòîâîé ñèñòåìû.
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B(H) � àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
B(H)sa � ìíîæåñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H.

Ñòàíäàðòíûé ïîðÿäîê

äëÿ ëþáûõ A,B ∈ B(H)sa

A ≤ B, åñëè 〈Aξ, ξ 〉 ≤ 〈Bξ, ξ 〉 ∀ξ ∈ H.

R. Kadison (1951): Åñëè dimH > 1, òî B(H)sa ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé àíòèðåøåòêó, òî åñòü òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè
ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ.
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M. P. Olson (1971): "ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê "íà
ñàìîñîïðÿæåííîé ÷àñòè àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, èñïîëüçóþùèé
ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ (ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû)
ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ è îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó
óñëîâíî ïîëíîé ðåøåòêè: ëþáîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî îáëàäàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ.

W. Arveson (1972-1974): îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ íà C ? - àëãåáðå

C. Akemann, N. Weawer (1996): ñâÿçè ìåæäó ìàæîðàíòàìè
ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà è óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì íà àëãåáðàõ ôîí Íåéìàíà

T. Kato, H.F. Groote, T. Ando, A. Planeta
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Äëÿ A ∈ B(H)sa ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà
îðòîïðîåêòîðîâ {(Eλ(A)}λ∈R, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì A.

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê, ≤S , îïðåäåëÿåòñÿ íà ñåìåéñòâå B(H)sa

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A ≤S B, åñëè Eλ(B) ≤ Eλ(A) ∀λ ∈ R .

Ôèçè÷åñêàÿ èòåðïðåòàöèÿ: ñïåêòðàëüíûé îðòîïðîåêòîð Eλ(A)
ïðåäñòâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå
íàáëþäàåìîé A ôèêñèðóåòñÿ â èíòåðâàëå (−∞;λ]. Òàêèì
îáðàçîì, A ≤S B , åñëè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è äëÿ
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ Eλ(A) ≥ Eλ(B), òî åñòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-òî÷å÷íî
óïîðÿäî÷åíû.
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ÅñëèM⊆ B(H) - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî äëÿ A ∈Msa

îðòîïðîåêòîðû Eλ(A) ∈M äëÿ ëþáîãî λ ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê ìîæíî îïðåäåëèòü è íà
ñàìîñîïðÿæåííîé ÷àñòè àëãåáðû ôîí Íåéìàíà.

Åñëè ÷åðåç E(H) îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (îãðàíè÷åííûõ èëè
íåò), äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî
ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê îïðåäåëåí è íà ýòîì ñåìåéñòâå
îïåðàòîðîâ.
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Ïóñòü H = C2. Ðàññìîòðèì

A =

(
1 0

0 0

)
,B =

(
2 1

1 1

)
.

Òîãäà
A ≤ B, íî A 6≤S B ,

ïîñêîëüêó äëÿ λ= 3

2
− 1

2

√
5 < 1, ÿâëÿþùåãîñÿ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì B , Eλ(B) - îðòîïðîåêòîð íà C
(

1

2
(1−

√
5)

1

)
,

Eλ(A) - îðòîïðîåêòîð íà C
(

0

1

)
, òî åñòü Eλ(B) 6≤ Eλ(A).
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Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê íà AW ∗-àëãåáðàõ

Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê C ∗-àëãåáðà,
èìåþùàÿ ïðåääâîéñòâåííóþ. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â
ðàññìîòðåíèè àëãåáðû ôîí Íåéìàíà êàê ∗-ïîäàëãåáðû àëãåáðû
B(H) ñ åäèíèöåé, ñîâïàäàþùåé ñî ñâîèì âòîðûì êîììóòàíòîì.
Ñóùåñòâóþò è àëüòåðíàòèâíûå òîïîëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ
àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Íî, òåì íå ìåíåå, íå ñóùåñòâóåò
íèêàêîé õàðàêòåðèñòèêè, îòíîñÿùåéñÿ òîëüêî ê âíóòðåííèì
ñâîéñòâàì àëãåáðû (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñòðóêòóðû
äâîéñòâåííîñòè èëè ïðåäñòàâëåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà).
Ýòî ïîáóäèëî Êàïëàíñêîãî îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêîå
îáîáùåíèå àëãåáð ôîí Íåéìàíà, íàçûâàåìîå AW ∗-àëãåáðàìè.
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Ïóñòü P(A) = {p ∈ A | P = P2 = P∗} - ìíîæåñòâî
îðòîïðîåêòîðîâ C ∗-àëãåáðû A, ñíàáæåííîå ñòàíäàðòíûì
ïîðÿäêîì:

P ≤ Q, åñëè P = PQ = QP .

Îðòîãîíàëüíîñòü:

P ⊥ Q, åñëè PQ = 0 .

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ AW ∗-àëãåáðîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 Êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâñêàÿ C ∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû
A ïîðîæäàåòñÿ îðòîïðîåêòîðàìè.

2 Êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â P(A), ñîñòîÿùåå èç
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ îðòîïðîåêòîðîâ îáëàäàåò òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ.
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Åñëè A - AW ∗-àëãåáðà, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

A ñîäåðæèò åäèíèöó, è P(A) - ïîëíàÿ îðòîìîäóëÿðíàÿ
ðåøåòêà.

Êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâñêàÿ C ∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû
A ÿâëÿåòñÿ AW ∗-àëãåáðîé.

• Êàæäàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà åñòü AW ∗-àëãåáðà, îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî äàæå â ñëó÷àå àáåëåâñêèõ àëãåáð.

• A - àáåëåâñêàÿ AW ∗-àëãåáðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
èçîìîðôíà àëãåáðå C (X ) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ñòîóíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X .
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Èññëåäîâàíèÿ AW ∗-àëãåáð ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè áóëåâûõ
àëãåáð âûçâàíû ñëåäóþùèì ñîîòâåòñòâèåì:

Îòîáðàæåíèå
A → (P(A),≤, 0, 1,⊥)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèåêöèþ ìåæäó àáåëåâñêèìè
AW ∗-àëãåáðàìè è ïîëíûìè áóëåâûìè àëãåáðàìè.

Ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿ àëãåáð ôîí
Íåéìàíà, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû, íå
èçîìîðôíûå ðåøåòêå îðòîïðîåêòîðîâ íè äëÿ êàêîé àëãåáðû
ôîí Íåéìàíà.

Åêàòåðèíà Òóðèëîâà Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê 11 / 47



Ïóñòü A - ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò â A, P - îðòîïðîåêòîð â A,
êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ A è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
eñëè B ≥ 0 è AB = 0, òî PB = 0.
Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí îðòîïðîåêòîð ñ òàêèì ñâîéñòâîì,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàíãîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ êàê r(A).

Äëÿ êàæäîãî λ ≥ 0 ìîæíî ðàññìîòðåòü îðòîïðîåêòîð

Eλ(A) = 1− r((A− λr(A))+).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ýëåìåíòà A èç
AW ∗-àëãåáðû A ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

{Eλ(A)}λ≥0 ⊆ P(A).
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Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè åäèíè÷íîãî
øàðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 Ìîíîòîííîñòü: λ ≤ µ =⇒ Eλ(A) ≤ Eµ(A).
2 Íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà: Eλ(E ) = infµ>λ Eµ(A).
3 Îãðàíè÷åííîñòü: Eλ(A) = 0, åñëè λ < 0; Eλ(A) = 1, åñëè
λ > 1.

4 AEλ(A) = Eλ(A)A ≤ λEλ(A), A(1− Eλ(A)) ≥ λEλ(A) .

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê íà
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòàõ åäèíè÷íîãî øàðà AW ∗-àëãåáðû A
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A ≤S B, åñëè Eλ(B) ≤ Eλ(A) ∀λ ≥ 0 .
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Ïðèìåðû

f , g ∈ CR(X ), ãäå X ñòîóíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

f ≤S g ⇐⇒ f (x) ≤ g(x) ∀x ∈ X .

If P,Q ∈ P(A) then

P ≤S Q ⇐⇒ P ≤ Q .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê íà ïîëîæèòåëüíîé
÷àñòè åäèíè÷íîãî øàðà.
Ýòà ñòðóêòóðà èçâåñòíà êàê îïåðàòîðíàÿ ýôôåêò-àëãåáðà èëè
àëãåáðà ýôôåêòîâ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå:

E(A) = {A ∈ A | 0 ≤ A ≤ 1} .

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A,B ∈ E(A). Òîãäà

A ≤S B âëå÷åò A ≤ B .

Åñëè A è B êîììóòèðóþò è A ≤ B , òî A ≤S B .
(Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ≤ è ≤S ñîâïàäàþò íà àáåëåâñêîé
÷àñòè.)
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Áîëåå òîãî, A ≤S B íå îçíà÷àåò, ÷òî A è B êîììóòèðóþò, ÷òî
äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ AW ∗-àëãåáðû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1 A àáåëåâñêàÿ.
2 A ≤S B âëå÷åò AB = BA äëÿ ëþáûõ A,B ∈ E(A).
3 ≤ è ≤S ñîâïàäàþò íà E(A).
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Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ýòî îòíîøåíèå çàäàåò íà ìíîæåñòâå E(A) ñòðóêòóðó ïîëíîé
ðåøåòêè:

Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà. Òîãäà (E(A),≤S) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëíóþ ðåøåòêó. Îïåðàöèè, îïðåäåëÿþùèå ñòðóêòóðó ðåøåòêè,

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A ∨S B .... ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå: λ→ Eλ(A) ∧ Eλ(B) .

A ∧S B .... ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå: λ→ inf
µ>λ

(Eµ(A) ∨ Eµ(B)) .

Ôîðìóëà äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ìîæåò áûòü óïðîùåíà â
ñëó÷àå êîíå÷íîé AW ∗-àëãåáðû.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A - êîíå÷íàÿ AW ∗-àëãåáðà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
A,B ∈ E(A), λ ∈ R

EA∨SB
λ = EA

λ ∧ EB
λ , EA∧SB

λ = EA
λ ∨ EB

λ .

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè A - AW ∗-àëãåáðà, òî (P(A),≤) - ïîäðåøåòêà â (E(A),≤S).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåòêà îðòîïðîåêòîðîâ (P(A),≤)
åñòåòñòâåííî âñòðàèâàåòñÿ â ñïåêòðàëüíóþ ðåøåòêó (E(A),≤S).
Èìåííî ïîýòîìó ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû ýôôåêòîâ.
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Ñïåêòðàëüíûé öåíòð

Öåíòð ðåøåòêè îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè ñ ëþáîé âûáðàííîé
ïàðîé ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò Z ∈ E(A) íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
X ,Y ∈ E(A) èìååì:

Z ∧S (X ∨S Y ) = (Z ∧S X ) ∨S (Z ∧S Y ) .

Ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðàëüíûì öåíòðîì è îáîçíààåòñÿ Z(E(A)).

Ñïåêòðàëüíûé öåíòð ñîäåðæèò âñå öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû
àëãåáðû.
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Öåíòð àëãåáðû: Z (A) = {A ∈ A | AB = BA äëÿ ëþáûõ B ∈ A}.
Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ öåíòðàëüíûõ
îðòîïðîåêòîðîâ â òåðìèíàõ çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ
ðåøåòêè îðòîïðîåêòîðîâ:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà. Îðòîïðîåêòîð Z ∈ A ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî P ∈ P(A)

Z = (Z ∨ P) ∧ (Z ∨ (1− P)) .

Äëÿ êîíå÷íîé AW ∗-àëãåáðû ìû ìîæåì îõàðàêòåðèçîâàòü öåíòð
àëãåáðû â òåðìèíàõ ñðåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà

Ïóñòü A - êîíå÷íàÿ AW ∗-àëãåáðà. Òîãäà

Z(E(A)) = Z (A) ∩ E(A) .
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Ñîõðàíåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà: àëãåáðà ôîí Íåéìàíà

M - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà
P(M) - ìíîæåñòâî îðòîïðîåêòîðîâ àëãåáðûM
E(M) - àëãåáðà ýôôåêòîâ àëãåáðûM

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì - áèåêöèÿ
ϕ : E(M)→ E(M), ñîõðàíÿþùàÿ ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê â äâóõ
íàïðàâëåíèÿõ:

A ≤S B ⇐⇒ ϕ(A) ≤S ϕ(B) .

Ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì - áèåêöèÿ
ϕ : P(M)→ P(M), ñîõðàíÿþùàÿ ñòàíäàðòíûé (ñïåêòðàëüíûé)
ïîðÿäîê â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:

P ≤ Q ⇐⇒ ϕ(P) ≤ ϕ(Q) .
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Íà E(M) è P(M) îòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè:

A ⊥ B, åñëè AB = 0 .

Ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì - ýòî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé
àâòîìîðôèçì ϕ íà E(M), ñîõðàíÿþùèé îðòîãîíàëüíîñòü â
äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:

A ⊥ B ⇐⇒ ϕ(A) ⊥ ϕ(B) .

Ïðîåêòîðíûé îðòîìîðôèçì - ýòî ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé
àâòîìîðôèçì ϕ, ñîõðàíÿþùèé îðòîãîíàëüíîñòü â äâóõ
íàïðàâëåíèÿõ:

P ⊥ Q ⇐⇒ ϕ(P) ⊥ ϕ(Q) .
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Ïðèìåðû:

A→ f (A), ãäå f : [0, 1]→ [0, 1] - ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
áèåêöèÿ

Ïóñòü τ - ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì íà
P(M). Ïðåîáðàçîâàíèå ϕτ , êîòîðîå êàæäîìó îïåðàòîðó A
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð ñî ñïåêòðàëüíûì
ðàçëîæåíèåì (τ(Eλ))λ.

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ íà E(M)
êàíîíè÷åñêèé, åñëè

ϕ(A) = ϕτ (f (A)), A ∈ E(M).

Íå êàæäûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì
êàíîíè÷åñêèé (êàíîíè÷åñêèé ñîõðàíÿåò îïåðàòîðû, êðàòíûå 1.)
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L.Molnár , P.Šemrl , 2007

Ïóñòü H - áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è
ϕ : E(B(H))→ E(B(H)) - ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé
àâòîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé ïîëîæèòåëüíûé
îïåðàòîð T ∈ B(H) , ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ
f : [0, 1]→ [0, 1] è óíèòàðíûé èëè àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð U,
äåéñòâóþùèé â H, òàêèå ÷òî

ϕ(A) = U(lim
n

(Tf (A)nT )1/n)U∗ äëÿ ëþáîãî A ∈ E(B(H)) .

Â ÷àñòíîñòè, ϕ êàíîíè÷åñêèé

Åêàòåðèíà Òóðèëîâà Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê 24 / 47



Òåîðåìà L.Molnár , P.Šemrl íå ñïðàâåäëèâà äëÿ àëãåáð ôîí
Íåéìàíà â îáùåì ñëó÷àå, íî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè
âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ.

Ïóñòü P ∈ P(M). Îïðåäåëèì

[P] = {λP | λ ∈ [0, 1]} .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ
íà E(M) ñîõðàíÿåò îïåðàòîðû, êðàòíûå îðòîïðîåêòîðàì, åñëè
äëÿ ëþáîãî P ∈ P(M) ñóùåñòâóåò Q ∈ P(M), òàêîé ÷òî

ϕ([P]) ⊆ [Q] .
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Òåîðåìà

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ : E(M)→ E(M)
ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîõðàíÿåò
îïåðàòîðû, êðàòíûå îðòîïðîåêòîðàì.

Âîïðîñ: Ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îïåðàòîðîâ,
êðàòíûõ îðòîïðîåêòîðàì?

Åêàòåðèíà Òóðèëîâà Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê 26 / 47



Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ
íà E(M) ñîõðàíÿåò îïåðàòîðû, êðàòíûå 1, åñëè

ϕ([1]) ⊆ [1] .

Òåîðåìà

Ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì ϕ íà E(M) ñîõðàíÿåò îïåðàòîðû,
êðàòíûå 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðîåêòîðíûé
îðòîìîðôèçì τ íà P(M) è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ
f : [0, 1]→ [0, 1] òàêèå, ÷òî

ϕ(A) = ϕτ (f (A)) A ∈ E(M)) .
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Èçâåñòíàÿ òåîðåìà (Dye) ãëàñèò, ÷òî îðòîìîðôèçì íà ðåøåòêå
îðòîïðîåêòîðîâ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, íå ñîäåðæàùåé ïðÿìûõ
ñëàãàåìûõ òèïà I2, ïîðîæäàåòñÿ Éîðäàíîâûì ∗-èçîìîðôèçìîì.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè
ñïåêòðàëüíûõ îðòîìîðôèçìîâ:

Ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ J :M→M íàçûâàåòñÿ Éîðäàíîâûì
∗-èçîìîðôèçìîì, åñëè

J(A∗) = J(A)∗, J(A2) = J(A)2

äëÿ ëþáûõ A ∈M.
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Òåîðåìà

ÏóñòüM - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ
ñëàãàåìûõ òèïà I2, ϕ - ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì íà E(M),
ñîõðàíÿþùèé îïåðàòîðû, êðàòíûå 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
Éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì J è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ
f : [0, 1]→ [0, 1], òàêèå ÷òî

ϕ(A) = J(f (A)) A ∈ E(M)) .
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Ñîõðàíåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà: AW ? -àëãåáðà

A - AW ? - àëãåáðà.
Ðåøåòêà îðòîïðîåêòîðîâ (P(A),≤, 0, 1,⊥) -îðòîìîäóëÿðíàÿ
ðåøåòêà ñ îòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè:

P ⊥ Q, åñëèPQ = 0 .

Ñïåêòðàëüíàÿ ðåøåòêà (E(A),≤S , 0, 1,⊥) ñ îòíîøåíèåì
îðòîãîíàëüíîñòè:

A ⊥ B, åñëèAB = 0 .

Ðåøåòêà îðòîïðîåêòîðîâ - ïîäðåøåòêà ñïåêòðàëüíîé ðåøåòêè.
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Ñèììåòðèè ðåøåêè îðòîïðîåêòîðîâ îïèñàíû.

Îïðåäåëåíèÿ
1 Áèåêöèÿ ϕ : P(A)→ P(B), ñîõðàíÿþùàÿ îðòîãîíàëüíîñòü

â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ,

ϕ(P) ⊥ ϕ(Q)⇐⇒ P ⊥ Q ,

äëÿ ëþáûõ P,Q ∈ P(A), íàçûâàåòñÿ îðòîìîðôèçìîì.
2 Ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ J : A → B ìåæäó äâóìÿ C ?-àëãåáðàìè

íàçûâàåòñÿ Éîðäàíîâûì ∗-èçîìîðôèçìîì, åñëè
J(A2) = J(A)2 è J(A∗) = J(A)∗ äëÿ ëþáîãî A ∈ A.

• Ëþáîé îðòîìîðôèçì - èçîìîðôèçì îðòîìîäóëÿðíîé
ðåøåòêè.
• Îãðàíè÷åíèå ëþáîé Éîðäàíîâà ∗-èçîìîðôèçìà -
îðòîìîðôèçì ìåæäó ðåøåòêàìè îðòîïðîåêòîðîâ.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (J. Hamhalter) ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò
îðòîìîðôèçìôû íà ðåøåòêå îðòîïðîåêòîðîâ äëÿ AW ∗-àëãåáð.

Òåîðåìà

Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
òèïà I2 è B - AW ∗-àëãåáðà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðòîìîðôèçìà

ϕ : P(A)→ P(B) ,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì J : A → B
òàêîé, ÷òî

ϕ(P) = J(P)

äëÿ ëþáîãî P ∈ P(A).
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà. Áèåêöèÿ ϕ : E(A)→ E(A) íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðàëüíûì ïîðÿäêîâûì àâòîìîðôèçìîì, åñëè ϕ ñîõðàíÿåò
ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê è îðòîãîíàëü íîñòü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:

A ≤S B ⇐⇒ ϕ(A) ≤S ϕ(B)

A ⊥ B ⇐⇒ ϕ(A) ⊥ ϕ(B) ,

äëÿ ëþáûõ A,B ∈ E(A).

Â îòëè÷èè îò ðåøåòêè îðòîïðîåêòîðîâ, íå âñå ñïåêòðàëüíûå
ïîðÿäêîâûå àâòîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè
Éîðäàíîâûõ ∗-èçîìîðôèçìîâ, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü è
íåëèíåéíû. Òàêæå ñïåêòðàëüíûé àâòîìîðôèçì íå
îãðàíè÷èâàåòñÿ äî îðòîìîðôèçìà ðåøåòêè îðòîïðîåêòîðîâ.
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Ïðèìåðû ñïåêòðàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ:

Ïóñòü f : [0, 1]→ [0, 1] ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ.
Òîãäà

A→ f (A)

ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèpì.
(Íåëèíåéíûé, ñîõðàíÿþùèé îðòîïðîåêòîðû,...)

Ïóñòü J : A → A Éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå J íà E(A) - ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé
àâòîìîðôèçì.

Îòîáðàæåíèå ϕ : B(H)⊕ B(H)→ B(H)⊕ B(H),
îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

x ⊕ y → x2 ⊕ y x , y ∈ B(H) ,

îãðàíè÷èâàåòñÿ äî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêîâîãî
àâòîìîðôèçìà (íå ñîõðàíÿåò îïåðàòîðû, êðàòíûå 1).
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Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ ñîõðàíÿåò
îïåðàòîðû, êðàòíûå 1, åñëè äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå µ ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî

ϕ(λ1) = µ1.

Òåîðåìà

Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
òèïà I2 . Ïóñòü ϕ - ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì,
ñîõðàíÿþùèé îïåðàòîðû, êðàòíûå 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé Éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì J : A → A è
åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ f : [0, 1]→ [0, 1]
òàêèå, ÷òî

ϕ(A) = J(f (A)) äëÿ ëþáûõ A ∈ E(A) .
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AW ∗-àëãåáðà íàçûâààåòñÿ ôàêòîðîì, åñëè åå öåíòð ñîñòîèò èç
îïåðàòîðîâ, êðàòíûõ 1. Íàø ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå
ñïåêòðàëüíîãî öåíòðà ãëàñèò, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé
àâòîìîðôèçì äîëæåí ñîõðàíÿòü öåíòð êîíå÷íîé àëãåáðû. Â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ôàêòîðîâ îí äîëæåí àâòîìàòè÷åñêè
ñîõðàíÿòü îïåðàòîðû, êðàòíûå 1:

Òåîðåìà

Ïóñòü A - êîíå÷íàÿ AW ∗-àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ ôàêòîðîì.
Ïóñòü ϕ - ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì íà E(A).
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì
J : A → A è åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ
f : [0, 1]→ [0, 1] òàêèå, ÷òî

ϕ(A) = J(f (A)) äëÿ ëþáûõ A ∈ E(A) .

Ýòè óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâû, íàïðèìåð, äëÿ àëãåáðû ìàòðèö
Mn(C), êîíå÷íîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, ÿâëÿþùåéñÿ ôàêòîðîì
è ò.ä.
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Åùå îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì
ñïåêòðàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ â îáùåì ñëó÷àå
ïîëîæèòåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ (âîçìîæíî íåîãðàíè÷åííûõ)
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

E(H) .... ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H.

P(H) ... ìíîæåñòâî îðòîïðîåêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü τ : P(H)→ P(H) ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé àâìîðôèçì.
Îïðåäåëèì ϕτ : E(H)→ E(H) òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî A ∈ E(H)
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì

E
ϕτ (A)
λ = τ(EA

λ ), λ ∈ R.

Òîãäà ϕτ - ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ : E(H)→ E(H) - áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ñïåêòðàëüíûé
ïîðÿäîê â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
c > 0, ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîðíûé àâòîìîðôèçì τ íà P(H) è
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ f : [0,+∞)→ [0,+∞) òàêèå, ÷òî

ϕ(A) = cϕτ (f (A)), A ∈ E(H) .
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JB∗-òðîéêà - ýòî êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E ,
ñíàáæåííîå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì

{·, ·, ·} : E 3 → E (òðîéíîå ïðîèçâåäåíèå),

êîòîðîå ñèììåòðè÷íî è áèëèíåéíî ïî êðàéíèì ïåðåìåííûì,
ñîïðÿæåííî ëèíåéíî ïî ñðåäíåé ïåðåìåííîé è, êðîìå òîãî,
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 (Òîæäåñòâî Éîðäàíà) Äëÿ x , y , a, b, c ∈ E

{x , y , {a, b, c}} = {{x , y , a}, b, c}−{a, {y , x , b}, c}+{a, b, {x , y , c}};

2 Äëÿ a, b ∈ E îòîáðàæåíèå L(a, b) : x → {a, b, x}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýðìèòîâ îïåðàòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûì
ñïåêòðîì;

3 ‖{x , x , x}‖ = ‖x‖3.
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Ëþáàÿ C ∗-àëãåáðà ñòàíîâèòñÿ JB∗-òðîéêîé, åñëè íà ýòîé
àëãåáðå çàäàíî òðîéíîå ïðîèçâåäåíèå

{a, b, c} =
1

2
(ab∗c + cb∗a) .

Â áîëåå îáùåì ñìûñëå JB∗-àëãåáðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ñèñòåìà òðîåê, åñëè ñíàáäèòü åå ïðîèçâåäåíèåì

{a, b, c} = (a ◦ b∗) ◦ c + a ◦ (b∗ ◦ c)− (a ◦ c) ◦ b∗ .

JBW ∗-òðîéêà - ýòî JB∗ òðîéêà, èìåþùàÿ ïðåääâîéñòâåííóþ. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ îáîáùåíèåì àëãåáð ôîí
Íåéìàíà.
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Òðèïîòåíò u ∈ E : u = {u, u, u}. U(E ) ìíîæåñòâî âñåõ
òðèïîòåíòîâ.
Äëÿ êàæäîãî u ∈ U(E ) îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî:

E2(u) = {x ∈ E | {u, u, x} = x} .

Åñëè E - JBW ∗-òðîéêà, òî E2(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
JBW ∗"ïîäòðîéêó"E , îðãàíèçóåìóþ â JBW ∗-àëãåáðó, åñëè
îïðåäåëèòü éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå è ∗-îïåðàöèþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

a ◦ b = {a, u, b} , a∗ = {u, a, u} .

Â ýòîì ñëó÷àå u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíèöó àëãåáðû.
Åñëè e ÿâëÿåòñÿ òðèïîòåíòîì â JBW ∗ òðîéêå E , òî E2(e) åñòü
JBW ∗ àëãåáðà.
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Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà òðèïîòåíòàõ

Ïóñòü e è f - òðèïîòåíòû â JB∗-òðîéêå E . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
e ≤ f , åñëè

e = {e, f , e} .

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òðèïîòåíòîâ U(E ) â îáùåì
ñëó÷àå ðåøåòêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè E - JB∗-àëãåáðà, p, q ∈ E - òðèïîòåíòû è ïðîåêòîðû, òî
p ≤ q êàê ïðîåêòîðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≤ q êàê
òðèïîòåíòû.
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Ðàíãîâûé òðèïîòåíò
E - JBW ∗-òðîéêà E , x ∈ E ýëåìåíò åäèíè÷íîé íîðìû.
Ñóùåñòâóåò òðèïîòåíò r(x) â E , òàêîé ÷òî x - ïîëîæèòåëüíûé

ýëåìåíò â E2(r(x)), è r(x) - íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ
òðèïîòåíòîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Åñëè x - ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî ìû îïðåäåëèì
äëÿ íåãî ðàíãîâûé òðèïîòåíò êàê r(x/‖x‖), èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì
ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå r(x), r(0) = 0.

Eñëè ñóùåñòâóåò äðóãîé òðèïîòåíò u ≥ r(x), äëÿ êîòîðîãî x
îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â JBW ∗-àëãåáðå E2(u), òî r(x)
ñòàíîâèòñÿ ðàíãîâûì ïðîåêòîðîì ýëåìåíòà x â ýòîé àëãåáðå.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü x , y - ýëåìåíòû JBW ∗-òðîéêè E . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x
íå ïðåâîñõîäèò y â ñìûñëå ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà íà E (ïèøåì
x ≤S y), åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

r([x − λr(x)]+) ≤ r([y − λr(y)]+) äëÿ ëþáîãî λ ≥ 0 .

Äëÿ òðèïîòåíòà e ∈ E è λ ≥ 0 ìû èìååì

[e − λr(e)]+ = [(1− λ)e]+ = e

äëÿ λ < 1 è 0 - äëÿ äðóãèõ λ.
Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê íà E ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîðÿäêà íà
òðèïîòåíòàõ: äëÿ òðèïîòåíòîâ e è f èç E e ≤ f òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà e ≤S f .

(E ,≤S) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé: ðàññìîòðèì äâà
ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà u,w ∈ U(E ) è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ≥S u,w . Òîãäà, ïîëîæèâ â îïðåäåëåíèè
ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà λ = 0, ìû èìååì u,w ≤ r(x), ÷òî
íåâîçìîæíî.
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J. Hamhalter

Eñëè x è y - ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû èç JBW -àëãåáðû, òî
x ≤S y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn ≤ yn äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n.

M.P.Olson

Ïóñòü A è B - îãðàíè÷åííûå ïîëîæèòåëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå
îïåðàòîðû, äåéñâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà
A ≤S B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà An ≤ Bn äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèçàöèþ
ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà â òåðìèíàõ èìïóëüñîâ.

Â ñëó÷àå JBW ∗-òðîåê ìû íå èìååì íèêàêîãî ãëîáàëüíîãî
"ñòàíäàðòíîãî"ïîðÿäêà.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà ðåçóëüòàòà Îëñîíà ìû äîëæíû
îãðàíè÷èòüñÿ ëîêàëüíûìè ÷àñòÿìè JBW ∗-òðîåê, íà êîòîðûõ
ñòàíäàðòíûé ïîðÿäîê íàòóðàëüíûì îáðàçîì çàäàåòñÿ
ñòðóêòóðîé JBW -àëãåáðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì íå íóæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà

Ïóñòü x è y - ýëåìåíòû èç JB∗-òðîéêè E . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò òðèïîòåíò w â E , òàêîé ÷òî r(x), r(y) ≤ w . Òîãäà
x ≤S y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn ≤ yn äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
(Ñòåïåíè è ïîðÿäîê ≤ çàäàþòñÿ ïîäàëãåáðîé E2(w).)
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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