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Ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà è ñïèí

• Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ) ôóíäàìåíòàëüíîé ñ÷èòàåòñÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íà ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé êîòîðîé äåéñòâóåò óíèòàðíîå
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå.

• Ãåíåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû p̂a
è îïåðàòîð ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà Ĵab, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè ãðóïïû
Ïóàíêàðå.

• Óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàññîé
è ñïèíîì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà â óíèâåðñàëü-
íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå (Âèãíåð,1939).

• Ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïî-
ëåé, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå
(Áàðãìàíí è Âèãíåð, 1948).

Îñíîâíîé âîïðîñ.

Êàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìååò ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà, ÷üå êâàíòîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò
óíèòàðíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ïóàíêàðå?



Êëàññè÷åñêèå òî÷å÷íûå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì

• Êëàññè÷åñêîé ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèíîâîé ÷àñòèöåé íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà â ïðî-
ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, îáëàäàþùàÿ íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì óãëîâûì ìîìåíòîì.

• Êëàññè÷åñêàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè å¼ êâàí-
òîâàíèå ïðèâîäèò ê òåîðèè íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé êîòîðîé äåéñòâóåò óíèòàðíîå íåïðè-
âîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå.

• Ìåòîä êî-îðáèò Êèðèëëîâà-Êîíñòàíòà-Ñóðü¼ óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ ðåëÿòèâèñò-
ñêàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà êî-îðáèòå ãðóïïû Ïó-
àíêàðå ñ íåêîòîðîé ìàññîé è ñïèíîì.

• Ëþáûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íåïðèâîäèìîé ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èìïóëüñà p è
ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà J , ïîä÷èíåííûõ óñëîâèþ ìàññîâîé è ñïèíîâîé îáîëî÷êè.

Çàäà÷à î äèíàìèêå êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì.

Ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé íåïðèâîäèìîé ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèíîâîé ÷à-
ñòèöû èç íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå?



Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ d-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ ãëîáàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
xa, a = 0, . . . , d− 1. Âñþäó â íàñòîÿùåé ïðåçåíòàöèè d = 3 èëè d = 4.

Ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî îáîçíà÷åíà ηab. Ñèãíàòóðà ìåòðèêè â îñíîâíîì ïîëîæèòåëüíàÿ:

ds2 = ηabdx
adxb = (dx0)2 − (dx1)2 − . . .− (dxd−1)2 .

• Âñå òåíçîðíûå èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî.

• Ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ èíäåêñó ïîäðàçóìåâàåòñÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî:

(u, v) = ηabu
avb .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â d = 3 îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû:

[u, v]a = εabcu
bvc , εabc = 1 .

Ôîðìóëà Ëàãðàíæà â d = 3:

[u, [v, w]] = w(u, v)− v(u,w) .



×àñòü 1. Ñïèíîâûå ÷àñòèöû è ïîâåðõíîñòè

Òåîðåìà (Êàïàðóëèí, Ëÿõîâè÷, 2017)
Ïóñòü ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé êâàíòîâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêîãî îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ(x, z), çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííûõ êîîðäèíàò x è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ z, è, ïðè ýòîì,

îïåðàòîð èìïóëüñà p̂a ãåíåðèðóåò òðàíñëÿöèè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, à îïåðàòîð

ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà Ĵab � ëîðåíöåâû âðàùåíèÿ:

p̂ax
b = iδa

b , Ĵabx
c = i(δb

cxa − δacxb) ;

îïåðàòîðû p̂a, Ĵab óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû Ëè ãðóïïû

Ïóàíêàðå:

[p̂a, p̂b] = 0 , [p̂a, Ĵbc] = i(ηacp̂b − ηabp̂c) ,

[Ĵab, Ĵcd] = i(ηadĴbc − ηacĴbd + ηbcĴad − ηbdĴac) .

Òîãäà îïåðàòîð ñïèíîâîãî óãëîâîãî ìîìåíòà Ŝ = Ĵ − x ∧ p̂ ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà

Ŝabx
c = 0 , [Ŝab, p̂c] = 0 ,

[Ŝab, Ŝcd] = i(ηadŜbc − ηacŜbd + ηbcŜad − ηbdŜac) .



Êëàññè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè

Ñëåäñòâèå

Êàæäûé îïåðàòîð Êàçèìèðà CL(Ŝ) ãðóïïû Ëîðåíöà êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè

ïðåäñòàâëåíèÿ:

[CL(Ŝ), Ŝab] = 0 ⇒ [CL(Ŝ), f(p̂, Ĵ)] = 0 , ∀f.

Â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ãðóïïà Ïóíêàðå èìååò [(d+ 1)/2] îïåðàòîðîâ Êàçè-

ìèðà CPk (p̂, Ĵ), à ãðóïïà Ëîðåíöà � [d/2] îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà CLl (Ŝ).

Äëÿ íåïðèâîäèìîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû âñå îïåðàòîðû Êàçèìèðà CPk (p̂, Ĵ), CLl (Ŝ) äîëæíû
áûòü êðàòíû åäèíè÷íîìó (sk, rl � íåêîòîðûå êîíñòàíòû):

CPk (p̂, Ĵ) = sk1̂, CLl (Ŝ) = rl1̂ , k = 1, . . . , [(d+ 1)/2] , l = 1, . . . , [d/2] .

Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå åäèíè÷íûé îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîé âåëè÷èíå:

CPk (p, J) = sk, CLl (S) = rl .

• Ïåðâàÿ ãðóïïà ñîîòíîøåíèé ôèêñèðóåò ìàññó è ñïèí ÷àñòèöû.

• Âòîðàÿ ãðóïïà ðàâåíñòâ âûðàæàåò äîïîëíèòåëüíûå ïîñëåäñòâèÿ íåïðèâîäèìîñòè.



Ìèðîâîé ëèñò ñïèíîâîé ÷àñòèöû

Îïðåäåëåíèå
Ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, çàäàäàííàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

CLl (S) = rl, S = J − x ∧ p , l = 1, . . . , [d/2] . (1)

íàçûâàåòñÿ ìèðîâûì ëèñòîì ñïèíîâîé ÷àñòèöû.

• Ñîîòíîøåíèå (1) åñòü åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ïîëîæåíèÿ íåïðèâîäèìîé ÷àñòèöû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìèðîâîé ëèñò ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âñåõ âîçìîæíûõ
êëàññè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì.

• Ìèðîâîé ëèñò ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ M × R. Îñü ñèììåòðèè ìèðî-
âîãî ëèñòà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì èìïóëüñà ÷àñòèöû p. Ïîëîæåíèå ìèðîâîãî ëèñòà â
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà J .

• Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ïîëîæåíèå ìèðîâîãî ëèñòà â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
êîâñêîãî îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî â âèäå ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé:

êàæäîé ÷àñòèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìèðîâîé ëèñò íà êîòîðîì îíà íàõîäèòñÿ.



Ìèðîâûå ëèñòû ñïèíîâûõ ÷àñòèö â d = 3

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå, îïèñûâàþùåãî ñïèíîâóþ ÷àñòèöó èìåþò âèä:

p2 +m2 = 0 , (p, J)−ms = 0 , S2 + s2 − r2 = 0 ,

ãäå Ja = 1
2
εabcJ

bc, Sa = 1
2
εabcS

ab � âåêòîðû ïîëíîãî óãëîâîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòà, m, s
� ìàññà è ñïèí ÷àñòèöû, a r ≥ 0 � àêöåññîðíûé ïàðàìåòð.

• m, s > 0 (ìàññèâíàÿ ÷àñòèöû ñ íåíóëåâûì ñïèíîì). Ìèðîâîé ëèñò ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíûì
êðóãîâûì öèëèíäðîì ðàäèóñà r ñ âðåìåíè-ïîäîáíîé îñüþ:

(x− y)2 + (n, x)2 − r2 = 0 , (n, n) = −1 , (n, y) = 0 .

Ïàðàìåòðû öèëèíäðà n, y îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà è ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà
÷àñòèöû:

n =
p

m
, y =

1

m2
[p, J ] ⇔ p = mn , J = m[y, n]− sn .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ öèëèíäðà: n � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê îñè öèëèíäðà, y �
ñîåäèíÿåò îñü öèëèíäðà è íà÷àëî êîîðäèíàò ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè.

Íþàíñ: Çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p è −p îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ìèðîâîé ëèñò. Â äàëüíåéøåì
ïðåäïîëàãàåòñÿ p0 > 0.



Ìèðîâûå ëèñòû ñïèíîâûõ ÷àñòèö â d = 3

• m = 0,ms → σ > 0 (÷àñòèöà ñ íåïðåðûâíîé ñïèðàëüíîñòüþ). Ìèðîâîé ëèñò ÿâëÿåòñÿ
äâóõìåðíûì ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì ñ èçîòðîïíîé îñüþ:

(p, x)2 + 2(v, x) + a = 0 , (p, p) = (p, v) = 0 , (v, v) = σ2 .

Âåëè÷èíû v, a îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà è ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû:

v = [p, J ], a = J2−r2 ⇔ J =
[x, v]

(x, p)
+

1

2

(
x2σ2 − (x, v)2

(p, x)2
−(p, x)2−2(v, x)+r2

)
.

Ïàðàìåòðû öèëèíäðà � âåëè÷èíû p, v, a.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ öèëèíäðà:

p � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê îñè öèëèíäðà, v � ñîåäèíÿåò îñü öèëèíäðà è åãî ïîâåðõíîñòü ïî
êðàò÷àéøåìó ïóòè, � îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå öèëèíäðà â ïðîñòðàíñòâå.

Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà ðàâíî ñïèíó σ.

Íþàíñ: Çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p è −p îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ìèðîâîé ëèñò. Â äàëüíåéøåì
ïðåäïîëàãàåòñÿ p0 > 0.

• m = 0, s = 0 (áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà). Ìèðîâîé ëèñò � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìèðîâûõ ëèñòîâ ìåíüøå ðàçìåðíîñòè êî-îðáèòû ãðóïïû Ïóàíêàðå.



×àñòü 2. Öèëèíäðè÷åñêèå êðèâûå è ïóòè ÷àñòèö

Çàäà÷à.

Äóáðîâèí, Íîâèêîâ, Ôîìåíêî, Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ, ñòð.60

Ðåøåíèå. Ñåìåéñòâî ñôåð ñ ðàäèóñîì r â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

(x− x0)2 − r2 = 0 .

Ïîëàãàÿ ïàðàìåòð íà êðèâîé íàòóðàëüíûì, ẋ2 = 1, è, äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå òðè
ðàçà, ïîëó÷àåì:

(ẋ, x− x0) = 0 , (ẍ, x− x0) + 1 = 0 , (
...
x , x− x0) = 0 .

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü êîîðäèíàòû öåíòðà ñôåðû r0:

x0 = x−
[ẋ,

...
x ]

(ẋ, ẍ,
...
x )

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì îòâåò çàäà÷è:

[ẋ,
...
x ]2

(ẋ, ẍ,
...
x )2
− r2 = 0 .



Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ âðåìåíè-ïîäîáíûõ ïóòåé

Îïðåäåëåíèå

Êðèâàÿ x(τ) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî íàçûâàåòñÿ âðåìåíè-ïîäîáíîé, åñëè ẋ2 < 0 äëÿ

âñåõ τ ∈ R.

Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà âðåìåíè-ïîäîáíîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ẋ2 = −1.

Òðîéêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ Ôðåíå â d = 3 ââîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

e1 = ẋ , e2 = ẍ√
(ẍ,ẍ)

, e3 =
[ẋ,ẍ]√
(ẍ,ẍ)

,

(e1, e1) = −(e2, e2) = −(e3, e3) = −1 , (e1, e2) = (e1, e3) = (e2, e3) = 0 .

Ôîðìóëû Ôðåíå, àäàïòèðîâàííûå äëÿ îïèñàíèÿ âðåìåíè-ïîäîáíûõ êðèâûõ:

ė1 = ke2 , ė2 = ke1 + κe3 , ė3 = −κe2 ,

k ≡
√

(ẍ, ẍ) , κ ≡ (ẋ,[ẍ,
...
x ])

(ẍ,ẍ)
,

ãäå k,κ � êðèâèçíà è êðó÷åíèå.

Ðàçëîæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ òðàåêòîðèè ïî áàçèñó Ôðåíå:

ẋ = e1 , ẍ = ke2 ,
...
x = k̇e2 + k(ke1 + κe3) ,

ẍ = 3kk̇e1 + (k̈ + k3 − kκ2)e2 + (2k̇κ + kκ̇)e3 .



Êðèâûå íà êðóãîâîì öèëèíäðå â d = 3

Ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé çàäàíî óðàâíåíèåì (r > 0, ò.ê. ïðÿìûå ïóòè èñêëþ÷åíû)

(x− y)2 + (n, x)2 − r2 = 0 . (2)

Ïàðàìåòðû n, y ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèÿì

(n, n) = −1 , (n, y) = 0 .

Äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

(ẋ, d) = 0, (ẍ, d) + (n, ẋ)2 − 1 = 0 , (
...
x , d) + 3(n, ẋ)(n, ẍ) = 0 ,

(
....
x , d) + 4(n,

...
x )(n, ẋ) + 3(n, ẍ)2 + (ẍ, ẍ) = 0 , d = x− y + n(x, n) .

(3)

• Óðàâíåíèÿ (2), (3) îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðû öèëèíäðà n, y â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ òðàåê-
òîðèè.

• Òàê êàê ïàðàìåòð y îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ d, n, òî n, d ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
àëüòåðíàòèâíûé íàáîð íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (2), (3).

Ðàçëîæåíèå íåèçâåñòíûõ n, d ïî áàçèñó Ôðåíå èùåì â âèäå

n = β1e1 − β2(α2e2 − α1e3) , d = r(α1e2 + α2e3) ,

ãäå αi, βi, i = 1, 2 � íîâûå íåèçâåñòíûå.



Êðèâûå íà êðóãîâîì öèëèíäðå â d = 3

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ αi, βi, i = 1, 2:

α2
1 + α2

2 − 1 = 0 , β2
1 − β2

2 − 1 = 0 , Aα1 + β2
2 = 0 , Cα1 +Bα2 + 3Aβ2β1α2 = 0 ,

Eα1 +Dα2 + 4(Bα2 − Cα1)β1β2 −A2(3β2
2α

2
1 − 7β2

2 − 3) = 0 ,

ãäå A, B, C, D, E � ôóíêöèè ðàäèóñà öèëèíäðà, êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâîé, à òàêæå èõ
ïðîèçâîäíûõ:

A = rk, B = r2k̇ , C = r2kκ , D = r3(2k̇κ + kκ̇) , E = r3(k̈ + k3 − kκ2) .

Ðåøåíèå äëÿ α1, α2, β2 â òåðìèíàõ β1 ìîæíî çàïèñàòü òàê:

α1 =
1− β2

1

A
, α2 =

γ

DA
, β2 =

D(1− β2
1)−Bγ

3Aγβ1
,

γ = E − 3A(−1β2
1)3 + 7A3(1− β2

1) + 3A3 .

Âåëè÷èíà β1 ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ:

P (β1) = 81A4β16
1 − 486A4β14

1 + (−18A2B2 + 18A2C2 − 162A6 + 1215A4)β12
1 + . . . .

Q(β1) = (−756A6 + 108EA3 + 5346A4 + 288A2B2 − 288A2C2)β20
1 +

+(7236A6 − 1080EA3 + 2592A2C2 − 17820A4 − 2592A2B2)β18
1 + . . .



Êðèâûå íà êðóãîâîì öèëèíäðå â d = 3

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî êîðíÿ ó ìíîãî÷ëåíîâ P (β1), Q(β1) äàåò îãðà-
íè÷åíèå íà ïðîèçâîäíûå êðèâîé:

Φ(A,B,C,D,E) = Resβ1 (P (β1), Q(β1)) = 0 . (4)

• Óðàâíåíèå (4) âîâëåêàåò âñå èíâàðèàíòû ïóòè, çàâèñÿùèå îò ïðîèçâîäíûõ íå âûøå ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà.

• Óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò äâèæåíèå íåïðèâîäèìîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
êîâñêîãî.

Èìïóëüñ è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò ÷àñòèöû âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ òðàåêòî-
ðèè:

p = m

[
β1ẋ−

D(1− β2
1)−Bγ

3Aγβ1

(
γ

DA

ẍ√
(ẍ, ẍ)

−
1− β2

1

A

[ẋ, ẍ]√
(ẍ, ẍ)

)]
,

J = [x− d, p] +
s

m
p , d = r

(
1− β2

1

A

ẍ√
(ẍ, ẍ)

+
γ

DA

[ẋ, ẍ]√
(ẍ, ẍ)

)
,

ãäå β1 � îáùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ P (β1), Q(β1).

• Èìïóëüñ p è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò J óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ êî-îðáèòû, êàê ýòî è
òðåáóåòñÿ äëÿ íåïðèâîäèìîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû.



Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàïèñàòü óðàâíåíèÿ (4) â ÿâíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå øèðî-
êîãî ñîñòàâà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé r > s, % =

√
r2 − s2).

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ íà îêðóæíîñòè, ïîãëîùàþùàÿ âûñøèå ïðîèçâîäíûå ïóòè,
ââîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

p = m


ẋ
(

1−
2s

m

ϕ̇

(b, ẋ)
−

%2

m2

ϕ̇2

(b, ẋ)2

)
+ ẋ2

( s
m

bϕ̇

(b, ẋ)2
+

%2

m2

bϕ̇2

(b, ẋ)3

)
√
−ẋ2

(
1−

2s

m

ϕ̇

(b, ẋ)
−

%2

m2

ϕ̇2

(b, ẋ)2

) +
%

m

[b, ẋ]

(b, ẋ)2
ϕ̇

 ,

J = [x, p]− %
[b, ẋ]

(b, ẋ)
+ s

b

(b, ẋ)√
−

1

ẋ2

(
1−

2s

m

ϕ̇

(b, ẋ)
−

%2

m2

ϕ̇2

(b, ẋ)2

) , b(ϕ) = (1,− sinϕ, cosϕ)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû:

ṗ = 0 , J̇ = 0 .

Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (Ëÿõîâè÷, Êóçåíêî, Ãîðáóíîâ, 1996):

S[x(τ), ϕ(τ)] =

∫ (
−m

√
−ẋ2

(
1−

2s

m

ϕ̇

(b, ẋ)
−

%2

m2

ϕ̇2

(b, ẋ)2

)
− %

(∂ϕb, ẋ)

(b, ẋ)
ϕ̇

)
dτ .



Êðèâûå íà ïàðàáîëè÷åñêîì öèëèíäðå â d = 3

Ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé çàäàíî óðàâíåíèåì

(x, p)2 + 2(x, v) + a = 0 . (5)

Ïàðàìåòðû p, v, a ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèÿì (σ � ñïèðàëüíîñòü)

(p, p) = (p, v) = 0 , (v, v) = σ2 .

Äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

(ẋ, d) = 0, (ẍ, d) + (p, ẋ)2 − 1 = 0 , (
...
x , d) + 3(p, ẋ)(p, ẍ) = 0 ,

(
....
x , d) + 4(p,

...
x )(p, ẋ) + 3(p, ẍ)2 = 0 , d = v + p(x, p) .

(6)

• Óðàâíåíèÿ (5), (6) îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðû öèëèíäðà p, v, a â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ òðà-
åêòîðèè.

• Òàê êàê ïàðàìåòð v îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ p, d, òî p, d ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
àëüòåðíàòèâíûé íàáîð íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (5), (6).

Ðàçëîæåíèå íåèçâåñòíûõ p, d ïî áàçèñó Ôðåíå èùåì â âèäå

p = γ(e1 − βe2 + αe3) , d = rσ(αe2 + βe3) ,

ãäå α, β, γ � íîâûå íåèçâåñòíûå.



Êðèâûå íà ïàðàáîëè÷åñêîì öèëèíäðå â d = 3

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ α, β, γ:

α2 + β2 − 1 = 0 , Aα+ γ2 = 0 , Cα+Bβ + 3Aγ2β = 0 ,

Eα+Dβ + 4γ2(Bβ − Cα)−A2β2γ2 = 0 ,
(7)

ãäå A, B, C, D, E � ôóíêöèè ñïèðàëüíîñòè ÷àñòèöû, êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâîé, à òàêæå
èõ ïðîèçâîäíûõ:

A = σk, B = σ2k̇ , C = σ2kκ , D = σ3(2k̇κ + kκ̇) , E = σ3(k̈ + k3 − kκ2) .

Ðåøåíèå äëÿ α1, α2, β2 â òåðìèíàõ β1 ìîæíî çàïèñàòü òàê:

α = −
F

GA
, β =

F

A(3AF −BG)
, γ =

√
−
F

G
.

• Â îòëè÷èå îò êðèâûõ íà êðóãîâîì öèëèíäðå, âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð γ óäàåòñÿ âûðà-
çèòü ÿâíî (õîòÿ è âûðàæåíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå, ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä).

• Â îòëè÷èå îò êðèâûõ íà êðóãîâîì öèëèíäðå, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû òàêæå óäàåòñÿ
âûðàçèòü ÿâíî.



Ôóíêöèè F,G

F = −6BAC4DE − 9BA2C2DE2 + 54BA5C2DE − 9BA2C2D3 + 81BA6DE2 − 1296BA8C2D−

−216BA5C2D2 + 297BC4DA4 + 24BC4D2A + 17EB2C5 − 17B3C4D − 17BC6D + 6AB2E2C3+

+9A2B2E3C − 9AB4E2C − 9C3D2B2A + 12C2D2B3A + 288B4CA4E − 144B3C2A4E+

+27B2CA5E2 + 864B3C2A4D − 126B2C3A4E + 17EB4C3 − 108B3A5E2 − 24ACDB4E+

+18AC2DB3E − 216B2CA5DE − 24AC3DB2E + 18A2CD2B2E + 1728B3C2A7 + 12AB5E2+

+16C5DB2 − 16EB3C4 − 9A2B3E2D − 288B2C3A4D + 51B2C5A3 − 660B3C4A3 + 576B4C3A3−

−432B2C3A7 − 768B5C2A3,

G = 306C5BA4 − 3888A9C2D + 891A5C4D − 51AC6D − 27A3C2D3 − 648A6C2D2 − 2592C3BA8+

+54A3CD2EB − 72A2CDEB3 − 648CBA6DE − 27A3DE2B2 + 2304B3C3A4 + 102ABEC5−

−324B2A6E2 + 864CB3A5E − 756C3BA5E + 162A6C2DE − 18A2C4DE + 243A7DE2−

−27A3C2DE2 + 162CBA6E2 + 36A2B4E2 + 36A2C2D2B2 + 36A2BE2C3 + 54A3BE3C−

−2196B2C4A4 − 72E2A2B2C2 + 39B2C4AD − 144EA2BC3D − 144EAC4B2 + 48C5ABD+

+72A2C4D2 − 136B4C4 + 204EAB3C3 + 2592A5B2C2D − 2304A4B4C2 + 5184B2C2A8−

−136B2C6 + 128B3C5 + 72A2C2DB2E − 648B2C2A5E − 36E2B3CA2 − 36C3D2BA2−

−1080C3DBA5 .



Êðèâûå íà ïàðàáîëè÷åñêîì öèëèíäðå â d = 3

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êðèâûõ íà ïàðàáîëè÷åñêîì öèëèíäðå âîçíèêàåò êàê óñëîâèå ñîâ-
ìåñòíîñòè óðàâíåíèé (7) íà ïàðàìåòðû α, β, γ:

Ψ(A,B,C,D,E) = 0 . (8)

Îíî âîâëåêàåò ïðîèçâîäíûå òðàåêòîðèè äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè
Ψ ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Èìïóëüñ è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò ÷àñòèöû âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ òðàåêòî-
ðèè äî ÷åòâåðòîãî ïðÿäêà:

p =

√
−
F

G

[
ẋ−

F

A(3AF −BG)

ẍ√
(ẍ,

...
x )
−

F

GA

[ẋ, ẍ]√
(ẍ,

...
x )

]
,

J =
[x, v]

(p, x)
+

1

2

[
x2σ2 − (x, v)2

(x, p)2
− (x, p)2 − 2(x, v) + r2

]
,

ãäå âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð v îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì:

v = σ

[
−

F

GA

ẍ√
(ẍ, ẍ)

+
F

A(3AF −BG)

[ẋ, ẍ]√
(ẍ,

...
x )

]
− p(x, p) .

• Èìïóëüñ p è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò J óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ êî-îðáèòû, êàê ýòî è
òðåáóåòñÿ äëÿ íåïðèâîäèìîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû.



Ôóíêöèÿ Ψ

Ψ(A,B,C,D,E) =

= −16C3B3E2 − 1088C4B4A2 + 153C4A6B2 − 1368A6C3B3 + 1024C3B5A2 + 9E2A2C2D2+

+9E4A2B2 − 810EA7C2B2 − 108E2A4C2B2 + 6E3AC2B2 + 32C2B4ED − 16CB5E2+

+17C2B4D2 + 81E2A8B2 + 54E3A5B2 − 34CB5DE − 68C3B3ED + 864C3A7BD+

+102C4A3B2E − 102C5A3BD + 17C4E2B2 + 17C6D2 − 24C4D3A + 34C4B2D2 + 34C2B4E2−

−16C3B3D2 + 17B6E2 − 72E2B3A4C + 216C2D3A5 + 9C2D4A2 + 1296C2D2A8 + 252EBA4C3D+

+48EBAC3D2 − 24E2B2AC2D + 144A4C2EB2D − 54E2BA5CD − 54C2D2A5E − 81D2A6E2+

+1320C4DA3B2 − 297C4D2A4 − 18A2CD3BE + 9A2D2B2E2 − 558A4CDB3E − 30AC2EB2D2+

+24ACE2B3D + 216A5E2B2D − 1088C2B6A2 − 24ADB4E2 + 48ACD2B3E − 1161A4C2B2D2−

−162A4B4E2 + 6EAC4D2 − 12E2AC3BD − 18E3A2CBD + 32C4B2ED − 16C5BD2 + 408A3CEB5−

−24AC2D3B2 + 1944A3C2DB4 − 1296C2A10B2 + 3024A6C2B4 − 34C5EBD + 216A5CD2BE−

−3672A7C2B2D − 216EB3A7C + 12AC3D3B − 1254A3C3DB3 + 360A4C3D2B − 6AE3B4+

+102A3C2EB4 − 504EB3A3C3 .



Öèëèíäðè÷åñêèå êðèâûå â d = 4

Â d = 4 ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè ãðóïïû Ïóàíêàðå èìåþò âèä

(p, p) +m2 = 0 , (W,W )−m2s2 = 0 , SabS
ab − r1 = 0 , 1

4
εabcdS

abScd − r2 = 0 ,

Wa = 1
2
εabcdp

bJcd ,

ãäå m, s � ìàññà è ñïèí ÷àñòèöû, r1, r2 � àêöåññîðíûå ïàðàìåòðû, çàäàþùèå çíà÷åíèå
ôóíêöèé Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà.

Ìèðîâîé ëèñò ñïèíîâîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïàðîé óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè:

SabS
ab − r1 = 0 , 1

4
εabcdS

abScd − r2 = 0 , S = J − x ∧ p .

• Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåò êâàäðèêó òîé æå ñèãíàòóðû, ÷òî è â d = 3 (êðóãîâîé
èëè ïàðàáîëè÷åñêèé ãèïåðöèëèíäð).

• Âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåò ãèïåðïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì íîðìàëè W . Óðàâíåíèå
ãèïåðïëîñêîñòè: 1

2
(x,W )− 1

4
εabcdJ

abJcd − r2 = 0 .

• Ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíûé êðóãîâîé èëè ïàðàáîëè÷åñêèé
öèëèíäð ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì îñè p.

• Äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîðÿäêà ÷åòûðå, îäíî èç êîòîðûõ èìååò òî æå âèä, ÷òî è â d = 3, à âòîðîå åñòü
óñëîâèå íóëåâîãî êðó÷åíèÿ:

[ẋ, ẍ,
...
x ,

....
x ] = 0 .



Çàêëþ÷åíèå

• Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ íåïðèâîäèìîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (ìèðîâîìó ëèñòó), ÷üÿ ãåîìåò-
ðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì.

• Êëàññèôèöèðîâàíû ìèðîâûå ëèñòû ñïèíîâûõ ÷àñòèö â d = 3, 4 ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-
ãî. Ìèðîâûå ëèñòû ìàññèâíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè öèëèíäðàìè, ÷àñòèö
ñ íåïðåðûâíîé ñïèðàëüíîñòüþ � ïàðàáîëè÷åñêèìè öèëèíäðàìè.

• Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êðèâûõ íàéäåíû îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî âðåìåíè-ïîäîáíîìó öè-
ëèíäðè÷åñêîìó ïóòè â d = 3, 4.


